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Tragheitsmomente wurden schon zahlreiche theo-
retische Ansitze gemacht, die aber durchweg nicht
voll befriedigen, da sie vielfach die Kopplungsglie-
der, deren zentrale Bedeutung hier aufgewiesen
wurde, als vernachlassigbar betrachten und unter-
driicken.

Im Sinne unserer Modellvorstellungen haben wir
es hierbei mit Systemen von Massenpunkten mit
meist recht grolen Teilchenzahlen zu tun, bei deren
Reduktion man tberdies keineswegs mit dem Auf-
treten fester Zentralabstinde rechnen kann. Es
werden also Kopplungsglieder unvermeidlich auf-
treten. Es erhebt sich daher die Frage, wie man vor-
zugehen hat, um die Wirkung dieser Kopplungs-
glieder moglichst weitgehend zu beseitigen, um dann
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an einem moglichst gut ,,entkoppelten‘‘ System die
auftretenden Energiestufen studieren zu konnen.

Unsere Uberlegungen haben jedoch gezeigt, daB
mit der hier angestrebten Entkopplung das Auf-
treten von Rotationsbanden im Energiespektrum
des betreffenden Systems noch keineswegs verstand-
lich wird. Hierzu sind vielmehr noch speziellere —
und noch néher zu untersuchende — Voraussetzun-
gen erforderlich, die in unseren Uberlegungen nur
andeutungsweise sichtbar wurden. Thre genauere
Untersuchung an geeigneten Modellen soll einer
weiteren Arbeit vorbehalten bleiben, die sich auch
mit der Frage der ,effektiven* Trigheitsmomente
derartiger Gebilde beschaftigen soll.
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The theory of linear passive systems, developed by KoN16 and MEIXNER, is extended to the
case where the input is not a well determined function of time but rather a stochastic process.
In this case the answer of the system generally will also be a stochastic process. The input and
output processes are connected by a linear passive transformation (LPT). Some examples are
given of physical systems which may be described by LPT of stochastic processes. General
properties of the mean value and the dispersion of the output process are derived.

Einleitung

Viele Vorgéinge in physikalischen Systemen lassen
sich in mathematischer Hinsicht als deterministi-
sche oder stochastische Transformation L(t) (das
Argument ¢ beim Operator L soll nur andeuten, da3
dieser Operator auf Funktionen der Variablen ¢
wirkt) eines deterministischen oder stochastischen
Prozesses z () behandeln. Das heilt man kann den
Vorgang schematisch durch eine Beziehung der
Struktur

y(t) = L(t)x(t)

beschreiben. Dabei bezeichnet man die GroBe x(f)
als ,,d4uBere Erregung‘ oder Input-Funktion und
y(t) als ,,Antwort des Systems‘‘ oder Output-Funk-
tion. Der Operator L(t) ist eine charakteristische
GroBe des vorliegenden physikalischen Systems. Je
nachdem welche der in (E.1) auftretenden GroBen

(B.1)

* Herrn Professor Dr. h.c. Dr. phil. J. MEIXNER zum
60. Geburtstag gewidmet.

1 Siehe z.B.: R. Kuso, J. Phys. Soc. Japan 12, 570, 1203
[1957]. — S.Naxkajmma in ,,Rendiconti della Scuola

bekannt bzw. unbekannt sind, liegt eines der folgen-
den Probleme vor:

a) gegeben: x(t), L(t); gesucht: y(¢),

), y(t);  gesucht: L(¢),

)

c) gegeben: x(t) und einige allgemeine Eigenschaf-
ten von L(t);

gesucht: Die explizite Gestalt von L (¢) und y(¢).

(
b) gegeben: x(t

Bei Aufgabe a) liegt ein Vorhersageproblem vor:
Wie wird ein bekanntes physikalisches System auf
eine vorgegebene duBlere Erregung reagieren ? Bei-
spiel: KuBo-Formalismus1.

Problemstellungen vom Typ b) liegen sehr oft in
der Experimentalphysik vor: Man miBt die duBere
Erregung und die Antwort des Systems und sucht
daraus Aufschlul iber das physikalische System
selbst zu bekommen. Beispiel: Aufkldrung der

Internationale die Fisica Enrico Fermi‘, Corso X edited
by S.R.DpE Groor, Bologna 1959, p.275. — I. L.
LeBOowITZ u. A. SHIMONY, Phys. Rev. 128, 1945 [1962].
F. V. Bu~kiN, Soviet Phys. JETP 17, 1954 [1963].
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LINEAR PASSIVE TRANSFORMATIONEN STOCHASTISCHER PROZESSE

Struktur von Molekiilen durch Kernresonanzexperi-
mente 2.

Bei Fragestellungen vom Typ c) liegt ein Para-
metrisierungsproblem vor. Man wird erwarten, daf3
die im Rahmen einer solchen Theorie mdglichen
Aussagen viel allgemeiner als die Aussagen bei Pro-
blemen vom Typ a) oder b) sein werden. Die Be-
deutung dieser Art von Problemen fiir die Physik
der Vorgange scheint erst in jiingster Vergangenheit
durch die Entwicklung der Theorie der Linear Pas-
siven Systeme34 und deren Anwendung auf die
Thermodynamik der Vorginge5 entdeckt worden
zu sein.

Unter den Transformationen L(f) spielen die
linearen eine besondere Rolle, weil sie einerseits zu-
mindest einfacher als die nichtlinearen zu hand-
haben sind und andererseits viele Vorgiange eben
durch lineare GesetzmaBigkeiten beschrieben wer-
den konnen. Unter den linearen Transformationen
scheinen die passiven fiir die Physik der Vorginge
von besonderer Bedeutung zu sein. Der Begriff der
deterministischen Linear Passiven Transformation
(LPT) ist von KoN16 und MEIXNER3:4 entwickelt
worden. Er wird in der vorliegenden Arbeit in etwas
abgednderter Form verwendet und in Kap. 1 er-
klart werden. Unter einer Stochastischen Linear
Passiven Transformation (SLPT) versteht man eine
LPT, welche iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
definiert ist. Dieser Begriff und seine Anwendung
in der Physik der Vorgéinge soll Gegenstand einer
folgenden Arbeit sein.

Je nachdem, ob z(t) und L(¢) deterministische
oder stochastische — d.h. iiber Wahrscheinlichkeits-
raumen definierte — GroBen sind, erscheint es
zweckmifBig, folgende 4 Félle zu unterscheiden:

L(t) determ. L (t) stochastisch
x(t) determ. 1 2
z(t) stochastisch 3 4

2 A. ABracaMm, The Principles of Nuclear Magnetism,
Clarendon-Press, Oxford 1961.

3 J. MEIxNER u. H. K6N16, Rheol. Acta 2/3, 190 [1958]. —
H. K6N16 u. J. MEIXNER, Math. Nachr. 19, 265 [1958).
H. KoN1G, Arch. Math. 10, 447 [1959].

4 J. MEIXNER, Proc. IUPAP-Conf. on Statistical Mecha-
nics and Thermodynamics, Aachen 1964, North Holland
Publ. Co., Amsterdam 1965, p. 52.

5 J. MEIXNER, J. Appl. Mech. 33, 481 [1966].
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Nur im Fall 1 ist die GroBe y () wieder determini-
stisch, in allen anderen Fillen wird y (¢) ein stocha-
stischer Proze8 sein. Im folgenden seien zu jedem
der Fille 1—4 einige Beispiele von physikalischen
Prozessen angefiihrt, welche sich durch LPT be-
schreiben lassen:

Fall 1

a) Der lineare geddampfte harmonische Oszillator
unter dem EinfluB} einer dulleren Kraft f(¢):

ma +rax+kx=f(),
m Masse, r Reibungskonstante, k£ Federkonstante
x(¢) Lagekoordinate des Oszillators.

b) Zahlreiche weitere Beispiele aus der Thermo-
dynamik, Elektrodynamik und Quantenmecha-
nik sind in 4:5: 6 zu finden.

(B.2)

Fall 2

a) Alle unter 1 angefithrten Prozesse, welche nun
nicht mehr an Systemen mit determinierten, son-
dern mit statistisch verteilten Systemparametern
ablaufen. Beispiel: Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hungen bei Materialproben mit statistisch ver-
teilten elastischen Konstanten.

b) Der KuBo-Formalismus in der klassischen stati-
stischen Mechanik bzw. in der Quantenmecha-
nik1,

c) KuBo-Mor1-Gleichung fir statistische Mittel-
werte 7.

d) Ausbreitung von Wellen in einem Medium mit
raumlich statistisch veranderlichem Brechungs-
index8,

Fall 3

a) Alle unter Fall 1 angefithrten Prozesse, bei denen
nunmehr z(¢) keine deterministische Funktion,
sondern ein stochastischer ProzeB ist.

6 (a) J. MEIXNER, Arch. Rational Mech. Anal. 17, 278
[1964]. — (b) J.MEIXNER, J. Math. Phys. 4, 154
[1963]. — (c¢) J.MEIxNERr, Network Theory in its
Relation to Thermodynamics, Proc. Symp. on Gernera-
lized Networks New York 1966, Vol. XV1 in the Micro-
wave Research Institute Symposia Series, Politechnic
Press of the Polytechnic Institute of Brooklyn, N.Y.

7 H. Mori1, Progr. Theor. Phys. 33, 423 [1965], 34, 399
[1965].

8 J. B. KELLER, The Velocity and Attenuation of Waves
in a Random Medium, Proc. 2nd Interdisciplinary Conf.
on Electromagnetic Scattering, University of Massachu-
setts, Amherst 1965, Gordon and Breach 1967, p. 823
to 834.
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b) Brownsche Bewegung eines Teilchens, beschrie-
ben durch die (verallgemeinerte) Langevin-Glei-
chung

¢
v(t) + [r(t — s)v(s)ds = K(t), (E.3)
K (t) statistische Kraft, welche den EinfluB} der
Stole der Nachbarteilchen auf das Brownsche
Teilchen beschreibt. v»(tf) Geschwindigkeit des
Teilchens. r(s) Reibungsfunktion, welche folgen-
de Eigenschaften haben soll:

1. r(s) reell und positiv definit (vgl. 14, p 65, 74 ff.).
Das heifit r(s) ist eine in 0 =<s < oo stetige und
beschrankte Funktion fiir welche fiir alle Systeme
von komplexen Konstanten {a;} und alle Systeme

von reellen Konstanten {s;} mit ¢ =1---n gilt:
z ai*r(s; — sg)ax =0.
k=1
2. f )ds < oo.
Unter diesen Voraussetzungen gilt v (¢) = L(t) - K (¢),

wo L(t) eine LPT ist.

¢) Rauschen elektrischer Netzwerke (Widerstéinde,
Elektronenrohren).

d) Materialien unter dem EinfluB3 einer statistischen
auBeren Kraft. Zum Beispiel: Flugzeugfliigel in
turbulenter Atmosphére?, StoBdampfer bei Fahr-
zeugen.

e) Bewegung elektrisch geladener Teilchen in stati-
stischen elektromagnetischen Feldern10.

Fall 4

Materialproben mit statistisch verteilten Material-
konstanten unter dem EinfluB} einer statistisch sich
andernden &dulleren Kraft.

Wie erwihnt ist die Theorie der LPT zu Fall 1 von
Ko~N1e¢ und MEIXNER3:4 entwickelt und von To-
BERGTE und HACKENBROCH in 11,12 fortgesetzt bzw.
erweitert worden. Es ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit, diese Theorie auf den Fall 3 zu erweitern:
Wir wollen in allgemeiner Weise (deterministische)
LPT von stochastischen Prozessen untersuchen, da
wir erwarten, dall diese Untersuchungen ein Hilfs-
mittel bei der Behandlung der unter Fall 3 auf-

9 V. S. PucacHEV, Theory of Random Functions and its
Application to Controll Problem, Pergamon Press,
Oxford N.Y., 1. Auflage 1965, p. 413.

10 D. E. HaLL u. P. A. SturrocH, Phys. Fluids 10, 6220
(1967).
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gezidhlten Prozesse sein werden. Zwei stochastische
Prozesse, welche gemafl (E.1) miteinander durch
eine LPT verkniipft sind, nennen wir ein Linear
Passives Paar Stochastischer Prozesse (LPPSP).
Nach genauer Definition der LPT und der LPPSP
in Kap. 1 werden in Kap. 2 einige Aussagen iiber
die Statistik des Prozesses y(t) gemacht.

Auf einige Anwendungen der hier entwickelten
Theorie zu Fall 3, speziell auf die Langevin-Glei-
chung (E.3), soll an anderer Stelle eingegangen
werden.

1. Definition Linear Passiver Transformationen
und Linear Passiver Paare Stochastischer
Prozesse

Wie definieren zuerst den Begriff der Linear Pas-
siven Transformation (LPT) und hernach den Be-
griff des Linear Passiven Paares Stochastischer Pro-
zesse (LPPSP).

Sei C() der Raum aller komplexwertigen Funk-
tionen f(t) = f1(t) + if2(t) mit folgenden Eigen-
schaften:

1) fr(t), & = 1, 2 ist reell und besitzt j viele stetige
Ableitungen.

2) Fir alle n=0,1,2,...,
gilt

1=0,1...jund k=1,2

lim f'(¢)tn = 0.
t—— oo

Unter einer Linear Passiven Transformation ;(t)
einer Funktion f(t) € C) versteht man eine Trans-
formation, welche folgende Eigenschaften besitzt:

1. Bereichspostulat: Jeder Funktion f(t)e C?)
mit j = 0, 1 oder 2 wird eindeutig eine Funktion
g (t) € CO zugeordnet. Man schreibt

g(t) =) f(t) bzw. L(t): f(t) >g(0).

Im folgenden werde der Index j einmal gewéhlt und
dann festgehalten.

(1.1)

2. Linearitit: Seien f1(t) und fo(t) zwei Funktionen

aus C® und seien
gi(t) = &) f1(t), g2(8) = L5(8) f2(t)

ihre Transformierten, so gilt fiir beliebige komplexe
Konstante o7 und op

&) [orfr(t) + x2f2(t)] = a191 + 2292

11 H. K6N16 u. I. TOBERGTE, J. Reine Angew. Math. 212,
104, [1963].

12 W. HACKENBROCH, Dissertation 1968, Universitit des
Saarlandes, Saarbriicken.
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3. Invarianz gegeniiber Zeittranslation : Sei f(t) eine
Funktion aus C) und sei g (t) = ;(f)f (¢) ihre Trans-
formierte, so gilt fir beliebige reelle =

BB ft+7)=g@+ 7).

4. Passivitit: Sei f(t) eine Funktion aus C¢) und
g (t) ihre Transformierte, so gilt fir alle 7

Re [f*(t)g(t)dt = 0.

Eine Kausalitiatsbedingung — etwa ¢(¢) = 0 fir
t <ty — wenn f(t) = 0 fiir ¢t < ¢y braucht zu den
Eigenschaften 1.—4. nicht mehr hinzugefiigt wer-
den, da sich eine solche aus 2. und 4. folgern 148t 13.

Aus den Eigenschaften 1.—4. 1a8t sich 34 folgen-
de explizite Darstellung der Transformation ;(¢)
ableiten.

() /() = [Im Y (1) — P(40)]f(t)
+ [ds[b + P(s) — P(9)]f(t — ) (1.2a)
0

"-f(t)EC(O),
Q) f(t) =¢Im Y (1) f(t) + af(t)

+ [asis + P/t — ) (1.2b)
0
4 [ds P(s)f(t — )+ f(t) OO,
0
L) () =i Im Y 1)/ (t) + af()
+ [ds[b + P(s)]f(t —s) (1.2¢)
0

+ [ds[P(0) — P(s)]f(t — s)
0
e f(t)eC®@.

Dabei bedeuten Y (1) eine komplexe, @ und b nicht-
negative Konstante und P (s) eine positiv definite14
Funktion, welche als charakteristische Funktion des
Operators ¥;(f) bezeichnet wird. Diese Funktion
muf} 2 —j stetige Ableitungen besitzen. Beziiglich
weiterer Eigenschaften der LPT sei auf Anhang A
und 3:4 sowie auf 62 verwiesen.

Ubt man nun eine LPT auf einen stochastischen
ProzeB z(t) aus — diese Operation wird im folgen-
den noch genau definiert — so erhilt man einen
neuen stochastischen ProzeB y(t). Ein solches Paar
von stochastischen Prozessen bezeichnen wir im

13 D. C. Youra, L. I.Castriora u. H.I. CarrLin: IRE
Trans. Circuit Theory 6, 102 [1959].
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folgenden als Linear Passives Paar Stochastischer
Prozesse (LPPSP). Ist der Operator &;(t) einer LPT
reell und ist der ProzeB3 x (¢) reell, so bezeichnet man
die Prozesse x(f) und y(¢) als reelles LPPSP.

Wir unterscheiden im folgenden zwischen der
strengen linear passiven Transformation eines sto-
chastischen Prozesses und der Transformation im
statistischen Mittel.

a) Definition der strengen linear passiven Trans-
formation eines stochastischen Prozesses.
Gegeben sei ein stochastischer Proze

z(t) = {z(a, 1)},
definiert iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
C={2¢),F(xp...), Px)}.

Dabei sei 2 () die Menge der Elementarereignisse ,
F (a, B ...) ein Borelsches Ereignisfeld tiber den ab-
geleiteten Ereignissen «, ... und P(«) ein Wahr-
scheinlichkeitsmal} fiir das Ereignis o.. Jede Reali-
sierung x (o, ) des Prozesses x () sei eine Funktion

aus C¥ mit j =0, 1 oder 2.
(o, t) €CO) . (1.3)

Der Index j werde wieder einmal gewahlt und dann
festgehalten. Ferner seien der statistische Mittel-
wert des Prozesses x(t)

Ez(t) = [@(a )dP(C) (1.4a)
2@©)
und alle Korrelationsfunktionen
R™(t, b ...tn—1) (1.4b)
= [z(e, ) z* (@, t1) ... 2 (@, tn-1) AP ({)

2(8)

hinsichtlich jeder der Variablen ¢, ¢; ... ¢;—1 Funk-
tionen aus C),

Ez(t), RM™(t,t1...tn—1)eCO). (1.5)

Gegeben sei ferner eine LPT (). Wegen der Vor-
aussetzung (1.3) kann man ¥ (f) auf jede einzelne
Realisierung z (, t) des Prozesses z (f) anwenden und
erhilt einen neuen Prozel y(t) = {y(«, ¢)} mit

Yo, t) = (8 (e, t) .

Wir setzen im folgenden stets voraus, dall der
Operator ;(t) mit dem Operator der statistischen
Mittelbildung vertauschbar ist. Dann folgen aus
(1.6) mit (1.4a, b) folgende Beziehungen zwischen

(1.6)

14 S. BoCHNER, Fouriersche Integrale, Chelsea Publ. Comp.
New York 1948.
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den Mittelwerten und Korrelationsfunktionen der
Prozesse z(t) und y(¢):

Eyt) =) E(t), (1.7a)
Ry(t,t1...ta—1) = & (2) E‘,; (ta) «ss

Q‘j (tn-l) RZ (t> tl e tn—l) ’ (17 b)

Ray(t, t1) = 5 (t1) Rz (8, t1) . (1.7¢)

Dabei bedeutet ¢j(t) den zu ;(t) konjugiert kom-
plexen Operator. Man sagt im Hinblick auf (1.6):
Die Prozesse z(t), y (t) bilden ein strenges LPPSP.

b) Definition der linear passiven Transformation
eines stochastischen Prozesses im statistischen Mit-
tel.

Es gibt physikalische Prozesse, welche sich durch
eine linear passive Transformation eines stochasti-
schen Prozesses x (t) beschreiben lassen, welcher die
Bedingung (1.3) nicht erfiillt. Ein Beispiel fiir ein
solches System ist ein elektrisches Netzwerk, das
eine Elektronenrohre enthilt, die statistisch ver-
teilte o-formige Stromimpulse abgibt. Strom und
Spannung im Netzwerk bilden ein LPPSP15, Des-
wegen erscheint es zweckméfig, den Begriff der
LPT eines stochastischen Prozesses im statistischen
Mittel einzufiihren.

Gegeben ist ein stochastischer Prozel x(t), de-
finjert iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum

@: {Q(C),F(d,ﬂ), P(a)}’

dessen Mittelwert und Korrelationsfunktionen be-
liebiger Ordnung (1.5) geniigen, dessen Realisierun-
gen x (o, t) aber nicht (1.3) zu geniigen brauchen.
Gegeben sei weiterhin eine LPT ¥;(t). Sie erzeugt
gemdf (1.7a, b, ¢) durch Anwendung auf den Mit-
telwert und die Korrelationsfunktionen des Prozes-
ses x(t) einen anderen stochastischen ProzeB y (t).

Wir setzen im folgenden stets voraus, da der
ProzeB3 y(t) bereits durch seinen Mittelwert und
samtliche Korrelationsfunktionen eindeutig be-
stimmt ist. Diese Beschrinkung ist notwendig, da-
mit die Zuordnung z(t) -y (t) eindeutig bleibt. Man
sagt im Hinblick auf (1.7a, b, ¢): Die Prozesse x (¢),
y (t) bilden ein gewdhnliches LPPSP.

Mit Hilfe zweier Sidtze von PUGACHEV (s. 153, 15b)
welche im wesentlichen eine Anwendung der Un-
gleichung von BiENaYME (15, p. 151) sind, 1Bt sich

15 A. Papouris, Probability Rondom Variables and
Stochastic Processes, McGraw-Hill, New York 1965,
p- 560.

158 vgl. 9, p. 215ff.
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zeigen: Bilden die beiden stochastischen Prozesse

x(t), y(t) ein gewohnliches LPPSP, so gibt es eine

Folge von algebraischen Operatoren j(™ (t) mit
lim & () = (t)

n— oo

so daB fir beliebig kleine ¢ > 0 und alle ¢
lim P{|&M(t)x(t) —y(t)| > e} =0

n— oo

(1.8)

ist. Das heiflt zu jeder Realisierung «(«, t) des Pro-
zesses z(f) existiert eine Funktion y(«,t) derart,
dal die Beziehung
lim | (8) (o, 1) — y (o, )| < &
n— oo

fir alle ¢>0 und alle ¢ gilt, wenn nur « aus einer
gewissen Ereignismenge A, fir welche P(A) =1
gilt, stammt.

Die Funktionen y (o, t) werden als die moglichen
Realisierungen des Prozesses y(t) angesehen.

Ausgehend von (1.8) kann leicht gezeigt werden,
daB die durch (1.7a, b, ¢) erzeugte Transformation
zwischen den Realisierungen x(«,t) — y(«,t) der
Prozesse x(t) und y(t) mit Wahrscheinlichkeit 1 li-
near, kausal und invariant gegeniiber Zeittransla-
tion ist. Die Passivitatseigenschaft laB3t sich nicht
ohne weiteres nachweisen, da die Funktionen z(«, t),
Y (e, t) bzw. ihr Produkt ja gar nicht integrierbar zu
sein brauchen. Stets gelten aber fir gewohnliche
LPPSP eine Passivititseigenschaft der Mittelwerte

RefE*(t)Ey(t)dt =0...aller

(1.9)
bzw. eine mittlere Passivitat
Re [ Ryy(t,t)dt =0...alle 7. (1.10)

- 00

(1.9) folgt aus (1.7a), (1.10) aus (1.7c) mit Hilfe von
(1.2). Die oben gegebene Definition eines gewohn-
lichen LPPSP 148t sich noch auf den Fall erweitern,
daB die GroBen E.(t) und Rz (¢, t') verallgemeinerte
Funktionen sind. (Beispiel: Thermisches Rauschen
[15, p. 360].) In diesem Fall muf} die charakteristi-
sche Funktion P (s) des Operators ;(t) noch weite-
ren von Fall zu Fall verschiedenen Bedingungen ge-
niigen, durch die garantiert wird, dafl die das LPPSP
definierenden Beziehungen (1.7a, b, ¢) sinnvoll blei-
ben 16,

150 Sjehe auch M. LoEVE: Probability Theory D. van Nost-
rand Comp. N. Y. 1963, Chap. X

16 A. H. ZEMANIAN, Distribution Theory and Transform
Analysis, MacGraw-Hill, New York 1965.
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2. Aussagen iiber die Statistik des
Prozesses y(t)

Gegeben sei ein LPPSP, welches streng oder ge-
wohnlich, komplex oder reell sein kann. Wir fragen:
Welche Aussagen lassen sich iiber die Statistik des
Prozesses y (¢) und speziell iiber Mittelwert und Kor-
relationsfunktion machen, wenn der Mittelwert und
die Korrelationsfunktionen von z(t) und der Ope-
rator &;(f) etwa durch Angabe von a, b und P(s)
vorgegeben sind ?

Wir verwenden im folgenden die Abkiirzungen:

A Aussage, B Beweis, V Voraussetzung.

Die Anwendung der Theorie der LPT3:4 liefert fol-
gende Aussagen:

A) Darstellung des Mittelwertes Ey(¢f) und der
Korrelationsfunktion Ry (¢, t'):

Explizite Darstellungen von E,(t) und Ry(t,t')
als Funktionale von E;(¢) und R;(¢, ¢') folgen un-

Aus (1.2¢) folgt mit (1.7a, b):

4 t
A Ey(t)=aE,(t) +0f [b+ P(t — s)] Ex(s)ds +0f [P(0) — P(t — s)] Ey(s)ds,
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mittelbar aus (1.7a, b, ¢) mit Hilfe von (1.2a, b, c).
Wir beschrianken uns hier auf einen fiir die Anwen-
dungen wichtigen Fall einer reellen LPT eines reel-
len Prozesses und geben E,(t), Ry(t, t') sowie die
Streuung o2 (t) nur fiir diesen Fall explizit an:

Abkiirzungen :
RY(t,t') = Ry (t,t') — Ex(t) Ex(t'),
. L3 7 ’ 0 G
P& (s) =35 P(s), RB,(tt)=7 Balt,t),

0 ; .
‘Ro(t,t') = 5 Rult ). (Z1)

Vi: Ey(t)eC® ... reell, E,(t)=0 fir t=<0.

Vo: Rz(t,t)eC®@ .. .reell, R, t)=0
wenn £ <0 oder t <0 ist.
Vi: L(t)...reell d.h. Imy(l)=0,

P(s)= P(—s)...reell.

2.2)

t ti
Ay: o2(t) =a2’RY(t,t) + 2ab [ds'RO(t,t — s) + bzdf(_)[ RY(t — s1,t — s2)ds1dsz
0

o 2a'ftds[’R2(t,t —8) P(s) + "RY"(t,t — s) (P(0) — P(s))]
0

2.3)

tt
+ 20 [[dsydsa[BQ(t — s1,t — s2) P (s1) + "R(t — s1, ¢ — 82) (P(0) — P(s1))]
00

ti
4+ j.fdslng{Rg(t — 81, t— 82) P(s1) P(s2) +2"Rg(t—81, t —s2) (P(0) — P(s1)) P(s2)
00

+ "RY'(t — s1,t — 83) (P(0) — P(s1)) (P(0) — P(s2))},

21
As: Ry(tr, t2) = a®'R,(t, t2)+ ab [ R (t; — s,t3)ds
]

tits

ta
+ ab_[ds ‘Re(t1, ta — s) + b2_”d31d82 Ry (ty — s1,t2 — 82)
0 00

2 t2
.y a{fR;(tl — 8, t) P(s)ds + ["R;(t1, t2 — $) (P(0) — P(s))ds
0 0

7] t
+ ['Ry(tr, t2 — 5) P(s)ds + ["R,(t1 — 8,82) (P (0) — P(s))ds}
0 0

t1ta

(2.4)

+b [ [dsydse{Rz(t1 — 81, t2 — 82) (P(s1) + P(s2))
30
+ R} (ty — 81, ta — 82) (P(0) — P(s2)) + ""Ra(ts — 51, t2 — 82) (P (0) — P (s1))}

tits

+ [ [dsydse {Rz(ts — 81, t2 — s2) P(s1) P(32) + Ry (tr — 81, ta — 82) (P(0) — P(s2)) P (s1)
00

+ "Rty — 81, t2 — 82) (P(0) — P(s1)) P(s2) + "B (tr — 81, t2 — 82) (P(0)

— P(s1)) (P(0) — P(s2))}-
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Analoge Darstellungen fir E, (t), Ry(t1, t2) und
o2 (t) lassen sich fir den Fall j = 0 bzw. 1 aus
(1.7a,b) mit (1.2a, b) ableiten.

B) Grenzwertsitze fiir den Mittelwert £, (¢)17:

1. Vi: Eo(t)eCO), E,(t)=0 fir t=to,
j=0,1,2.

Vy: lim P® (s) =0 fir k=0,1,...2 —j.

8§—>00

to
A: lim By (t) =b [ Ey(t)dt

t—o0

2.5)

— o0

existiert fir alle 5.

B: Fiir j = 2 siehe 3, fir j = 0, 1 1468t sich der
Beweis unter Benutzung von (1.2a, b) ganz
analog fiihren.

2. Vi: Ex(t)eCD,  E,(t) = Vyei... fir t =t,

Vy = const, w...reell.

Vo: lim P® (s) =0, k=0,1...2 —j.

8—> 00
Vs: Y (iw) existiert (siehe Anhang A).
A: Ey(t)=G(t)+ Vye ...t =ty mit V),
und lim G (¢) (2.6)

t— o0
=G (o) < oo.
B: Fir j = 2 siehe 3, fiir j = 0, 1 146t sich der
Beweis unter Verwendung von (1.2a,b) ganz
analog fiihren.

= const

3. Vi: Ez(t)eCW.
Vo: [|[E®(t)|dt <oo...k=0,1...].
Vi: im PO (s)=0 ...1=0,1...2—7.
8§—>00
A: lim By (t) =b [ Ex(t)dt. (2.7)
t— o0 — oo

B: Fiir j = 2 siehe 3, fir j = 0, 1 18t sich der
Beweis ganz analog fiihren.

Ex(t)eCO), E(t)=Cgzt"+ O(t) fur
t=ty, Cx=-const, n >0, imO(t) =0.

{—o0

Va: @3(0) =0 (siehe Anhang A).

4, Vli

(2.8)

17 Die unter Punkt B bzw. C angegebenen Sitze sind An-
wendungen bzw. Verallgemeinerungen eines Grenzwert-
satzes von KoN1G3.

18 G. M. FicaTENHOLZ, Differential- und Integralrechnung,
Bd. II, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1964, p. 585.

J. KELLER

A: |Ey(t)| < Dy + Cytntl ... fir t = ¢to,

Cy, Dy=const, 7=0,1,2.

B: Man verwende (1.2), (A.4) und einige ein-
fache Eigenschaften positiv definiter Funk-
tionen (14, p. 74).

5. Vi: E;(t)eCO, E,(t) = Cz=const fir

t=t, j=0,1,2.

Vy: im P®) (s) =0, k=0,1...2—7.

8—> 00
Vs: @2(0) =0, b=0, ®Py(p) <oo
(siehe Anhang A).
A: lim Ey(t) = Ey(to) + foP(s)ds existiert
t— o0 0
(2.9)
B: Nach (1.2) und (1.7a) genugt es, die Exi-

fiir alle 5.

stenz von fP(s) ds zu zeigen. Dies gelingt
0

mit (V.2) und (V.3) unter Verwendung eines
Existenzkriteriums von ABEL!® und des
Satzes von Riemann-Lebesgue tiber Fourier-
Integrale19.

C) Grenzwertsitze fiir die Streuung:

Bemerkung: Bilden die Prozesse z(t) — y(t) ein
LPPSP, so bilden die Prozesse

x(t) — Ez(t) >y (t) — Ey(t)
auch ein LPPSP.

1. Vi: R, ¢)eCO,
oder t' = ty.

RO(t,¢') =0 wenn ¢ =t

Vo: lim P® (t) =0,

t—o0

k=0,1...2—j.

to to
A: limo2(t)=b[ [RY(s1,s2)dsidss (2.10)
t—o0 — 00— o0

existiert fur alle j =0, 1, 2.

B: Nach Verwendung von (1.2) und (1.7b) —
im Falle j = 2 siehe auch (2.3) — ganz
analog zu dem von Satz (B.1) in 3 gegebenen
Beweis durchfiihrbar.

19 S, BocHNER u. K. CHANDRASEKHARAN, Fourier Trans-
forms (Annals of Mathematics Studies Nr. 19), Princeton
University Press 1949, p. 3.
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2. Vi: Rg(tl,tg)e(l(f).
Vo: [|ORY®) (¢, ¢)| dt < oo,

— 00

[ [1® RO® (¢,¢) | dtdt’ < oo

—00 —O00

Va: V3 von Satz Cl.
fir alle ¢, k=0,1,...5.

Alle Integrale miissen gleichméBig beziiglich
t’ konvergieren.

A: lim o2 (t) = b2 [ [ RY(¢, ¢') At dt .

t—o0

2.11)

B: Nach Verwendung von (2.3) ganz analog zu
dem von Satz (B.3) in 3 gegebenen Beweis
durchfiihrbar.

R)(t,t)eCO, RYtt)=rz=0
...Const. wenn ¢t =ty und ¢’ = ¢ ist.

Vy: lim P® (s) =0, k=0,1...2 —j.

§—>00

Vi: @3(0) =0, Dy(p) <o, b=0
(siehe Anhang A).

3. Vli

t—o0

A: lim 0,3 () = of(to) - rz(j'oP (s)ds)2
0

... existiert fur alle j. (2.12)

B: Nach Verwendung von (1.2) und (1.7b) ana-
log durchfiihrbar wie der Beweis von Satz
B.5.

D) Darstellung der im statistischen Mittel in-
vestierten bzw. verlorenen Energie:

1. Der Realteil des Zeitintegrals der gemischten
Korrelationsfunktion, genommen iiber das Intervall
(— oo, T), stellt bei vielen Anwendungen die im sta-
tistischen Mittel innerhalb dieses Zeitraumes von
auBlen in das System investierte Energie dar. Fir
dieses Integral gilt folgende Darstellung:

Ai: Re [ Ryy(t,t)dt = }a Ra(7, 7)

— o0

(2.13)

T T

+3b[ [Rg(t t)dtdr

— 00 — 00
(=]

+3 (A +02) [ [eet=t Ry(t,t')dtdt’ dD (o),
D (p) ist die Spektralfunktion der LPT (siehe
Anhang A).

Die Darstellung (2.13) gilt fiir ) =1, 2. Im Fallej =0

ist sie gultig, wenn a =0 gesetzt wird.
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B: Man erhilt (2.13) unmittelbar durch Anwen-
dung von (1.2) auf (1.7¢).

As: Re [ Ryy(t,t)dt = Re [ B (t) Ey(t)dt =0

...alle .

B: Dies folgt aus (1.10), da auch
x(t) — Bz (t) > y(t) — Ey(t)
ein LPPSP bilden. Die im statistischen Mittel
investierte Energie ist stets groBer oder gleich

der beim Anlegen des statistischen Mittel-
wertes investierte Energie.

(2.14)

2. Wie nennen ein LPPSP irreversibel, wenn die
das Paar erzeugende LPT &;(¢) irreversibel im Sinne
von Ko6~16 und ToBERGTE!! ist. Bei physikalischen
Systemen, welche durch ein irreversibles LPPSP be-
schrieben werden (Beispiel: Brownsche Bewegung),
ist die von auBlen in das System investierte Energie
nicht mehr vollstindig zuriickgewinnbar. Die im
statistischen Mittel im Zeitraum (— oo, ) verlorene

Energiell ist gegeben durch
T t

¢
E{V(x(@(,t1), —c0o <t< 1)} = nfdtffdsld32
—oo 00

“h*(t — s1)h(t — s2)

“{Rz(s1, 82) + B, (s1, 82) + 'Ba(s1, 82)

+ 'R, (s1,82)} = 0. (2.15)

Die beim Anlegen des statistischen Mittelwertes ver-
lorene Energie ist gegeben durch
Tt

¢
V(Eg(t), —o0o <t <7) = [dt[[dsids,
- 00
“h*( — s1)h(t — s2)
{Bz(s1) By (s2) + E(s1) B (s2)
+ By (1) Bz (s2) + B (1) Bz (s2)} = 0.
Dabei bedeutet A (t — s) die ,,dullere Funktion‘ des
Operators (t)11. Analog zu (2.14) laBt sich fol-
gende Beziehung beweisen:
E{V(Z(C, t)’ —oo <t é T)}
=V (E), —c0<t=7)=0. (2.17)
B : Man ersetze in (2.15) x(C, t)—>x((, t) — E4(¢)
bzw. R; — R? und beachte (2.16).

E) Schranken fiir die einfache Verteilungsfunk-
tion Fy(yo, t) des Prozesses y(t):

Nach (1.7a,b) und (1.2) lassen sich E,(¢f) und
o5 (t) aus Eg(t) und Rg(t1, ts) berechnen. Aus der
Kenntnis von Ey(¢) und 012, (¢) folgen Schranken fiir
die Verteilungsfunktion F(yo, t), welche die Wahr-

(2.16)
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scheinlichkeit dafiir angibt, daB zur Zeit ¢ y(t) im
Intervall (— oo, yo) liegt:
oy (t)
Fyo. ) = o360 T 90 — 5,02
(yo — By(t))?

Fywo. ) = 0 1+ Ggo — B, 0%
Diese Schranken lassen sich analog zu den in 15,
p- 162 angegebenen leicht begriinden.

y(t) > Yo,

Ey(t) < yo.(2.18)

F) Diskussion der mittleren Korrelationsfunktion
0zy(7) bzw. gy (7):

1. V: [Rfr(t6)dt < oo,

— 00

Definition: gz (7) =

Rt =0;

[ Ra(t,t + 7)dt.

A1t gzy(T J‘Rzyt t+7)dt—@yz( 7)
.. existiert fiir alle 7.
Az: QZII(T)=53;(T)92:(T), j=0; 172-

B: Man verwende (1.7¢) mit (1.2), einige ein-
fache Satze iiber die Vertauschbarkeit von
Differential und Integraloperatorenl8 und
die folgenden Ungleichungen:

| RO (t1, t2) |2 < Ra(ty, t1)D BRP (2, 1),

1=0,1,2.
| Rzy(t1, t2) |2 = Ry(ts, t1) Ry (t2, t2),
|P(s)| < P(0).
2. V: j'[(i) RO, 1)]12dt <o fiir 1=0,1,2.
Alle Wurzeln sind stets positiv zu nehmen.
Ar: gy(v) = [ Ry(t,t + 7)dt = gy(—7)
. existiert fir alle 7.
As: 0y(7) = () 02y (7) = G (7) & (—17) 02 ()

alle j=0,1,2. (2.19)

B: Man verwende (1.7b, ¢) mit (1.2), Hilfssitze
iiber die Vertauschbarkeit von Differential
und Integraloperatoren und die bei Satz F.1
angegebenen Ungleichungen.

Asz:  Repyy(0)=0.
As: [Regzy (D)2 = 02(0) 0y (0).
As:  Re(0zy(7) + 02y (— 7)) = 2Re 024(0).
B: Ajsfolgt aus (1.10), A4 aus der Definition von

Oz (T), Qzy (T) und Qy (T)’ A5 fOIgt' aus (110),
wenn man z(t) -z (t) — x(¢t + 7) ersetzt.
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Es lassen sich noch weitere Aussagen iiber die Sta-
tistik des Prozesses y () machen. So z. B. folgen aus
(1.2) Sétze iiber die Spektralfunktionen, die charak-
teristischen Funktionen und auch iiber das charak-
teristische Funktional des Prozesses y(f). Ferner
148t sich die Theorie der LPT stochastischer Pro-
zesse nicht nur fir skalare Prozesse, sondern auch
fiir vektorielle Prozesse formulieren. Auf diese Fra-
gen soll in einer folgenden Arbeit eingegangen wer-
den.

Anhang A

Jedem linear passiven Operator &;(¢)+0 kann
umkehrbar eindeutig eine positive Funktion Y (p)
zugeordnet werden3. Diese Funktion ist analytisch
in Rep > 0, und es gilt Re Y (p) > 0 in Re p > 0.
Y (p) besitzt eine eindeutige Darstellung.

Y(p)=iTm¥ (1) +ap+ , + j 1 ag().
(A.1)
Dies gilt fiir j=1, 2. Im Falle j=0 ist in (A.1) die
Konstante a =0 zu ersetzen. Es bedeuten dabei
Y (1), =0, b =0 Konstante und @ (g) eine Spek-
tralfunktion3. 14, welche eindeutig in 3 verschiedene
Anteile zerlegt werden kann:

D (o) = D1(0) + P2(0) + P3(0).  (A.2)

D (p) ist eine reine Sprungfunktion, @3 (p) eine fast
iiberall differenzierbare Funktion. @, (g) ist der ,,pa-
thologische‘“ Anteil, welcher iiberall stetig aber nir-
gendwo differenzierbar ist. Dieser Anteil scheint bei
physikalischen Anwendungen nur eine geringe Rolle
zu spielen. Die charakteristische Funktion ist de-
finiert durch das Fourier-Stiltjes-Integral von @ (p)

P(s) = foei*@ d® (o). (A.3)
Es gilt 3,14
|P(s)| < P(0)=D(0) — D(—o0) < oo, (Ad)
t
lim %jP(s)ds:O. (A.5)

Aus (A.1) und (A.3) folgt eine 2. Darstellung von
Y(p)

Y(p)=1:¢ImY(1) +ap+%+ je_’”P(t)dt
0

—p2 fo[P () — P(0)]e—Pdt. (A.6)
0

Fir positiv reelle Funktionen Y (p) ist Im Y (1)=0
und P (p) = — P(— o).



